Algorytm Johnsona dla dwóch maszyn

Algorytm ten składa się z 3 kroków i ma następującą postać:
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Przykład:
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Dwa zespoły mają rozwiązać 6 problemów. W jakiej kolejności powinny być rozwiązane te problemy aby łączny czas ich rozwiązywania był minimalny. Czasy potrzebne na rozwiązanie problemów są następującae.
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Przebieg rozwiązania wg algortmy Johnsona jest następujący:

· krok 1: min tij=3=t16=t22
· krok 2: optymalna kolejność rozwiązania powinna rozpocząć się rozwiązaniem problemu 6 a zakończyć rozwiązaniem problemu 2

{6,.........,2}

· krok 3: Po skreśleniu drugiej i szóstej kolumny mamy
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Algorytm powtarzamy 

· krok 1: min tij=t25=4

· krok 2: ponieważ i=2, to problem 5-ty powinien być rozwiązywany jako przedostatni

{6,........,5,2}

· krok 3: Po skreśleniu kolumny z numerem 5 otrzymujemy:
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i teraz:

· krok 1: min tij=5=t23
· krok 2: {6,.........,3,5,2}

· krok 3: Po skreśleniu trzeciej kolumny mamy mostać:
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Jak widać doszliśmy do ostatniego wyboru, w którym mamy dwa zadania o najmniejszym czasie trwania. W związku z tym:

· krok 1: min tij=7=t21=t14
· krok 2: {6,4,1,3,5,2}

· krok 3 T(IV)- nie istnieje

[image: image26.wmf]4

3

2

1

10

7

12

9

15

6

13

8

18

6

8

15

6

12

10

16

4

10

7

12

Z

Z

Z

Z

T

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

Rozwiązanie wszystkich problemów nastąpi po:
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Macierz chwil zakończeń przedstawia się następująco:

Z26=48 jednostek czasu

Zespół Z1 pracował przez 45 jednostek czasu a zespół 
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 jednostek. Miał zatem postoje przez 9 jednostek czasu.

Metoda przybliżona dla wielu zespołów

Metoda ta polega na tym, że dla przypadku m zespołów rozwiązuje się m-1 zadań pomocniczych, z których każde jest zadaniem dla dwóch zespołów.

Zadania pomocnicze konstruuje się w następujący sposób:

r-te zadanie pomocnicze (r=1,2,...,m-1)

Budujemy macierz pomocniczą M(r) w następujący sposób:
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      dla j=1,2,...n

Dla każdej macierzy M(r) rozwiązujemy problem pomocniczy dla dwóch zespołów maszyn i ustalamy optymalną kolejność.

Dla ustalonych r kolejności wyznacza się odpowiednie macierze Z(r) i porównuje się elementy Z(r)mn. Jako optymalne uszeregowanie wybiera się takie, dla którego Z(r)mn przyjmuje wartość minimalną.

Przykład:

Znaleźć optymalną kolejność rozwiązania 5-ciu zadań przez 4 zespoły. Czasy poszczególnych zadań są podane w tabeli.
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Tutaj m=4 czyli r=1,2,....,4-1=1,2,3

Konstruujemy kolejne zadania pomocnicze
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r=1
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Stosując algorytm dla dwóch zespołów Johnsona ustalić można quasioptymalną kolejność {4,2,3,1,5}

Należy obliczyć macierz chwil zakończeń Z(1)45 dla tej kolejności
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Długość pełnego cyklu produkcyjnego

tp(1)=max(49-0,57-4,70-19,96-32)=max(49,53,51,64)=64

Drugie zadanie pomocnicze

r=2
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Jak widać występują tu dwa możliwe uszeregowania {3,2,4,1,5}  oraz {3,4,2,1,5}

Rozpatrzmy pierwsze z nich {3,2,4,1,5}

[image: image36.wmf]4

3

2

1

)

2

(

'

'

10

15

9

7

12

6

6

18

13

8

8

10

12

15

6

16

12

7

4

10

Z

Z

Z

Z

T

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=


[image: image37.wmf])

3

(

)

3

(

)

3

(

24

25

26

39

31

30

32

24

37

28

B

A

Z

Z

M

ú

û

ù

ê

ë

é

=


[image: image38.wmf]j

j

j

i

ij

j

j

j

j

i

ij

j

t

t

t

t

m

t

t

t

t

m

4

3

2

4

3

1

4

)

3

(

2

3

2

1

3

1

)

3

(

1

+

+

=

=

+

+

=

=

å

å

-

+

=

=


tp'(2)=max(49,52,56,68)=68

Drugie uszeregowanie {3,4,2,1,5}
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tp'(2)=max(49,51,58,72)=72

Trzecie zadanie pomocnicze

r=3[image: image45.wmf]ú
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kolejność uszeregowania dla takiego zadania pomocniczego przedstawia się następująco {3,1,4,2,5}
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tp(3)=max(49,57,68,73)=73
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Czas zakończenia rozwiązywania problemów wynoszą:
r=1 Z(1)45=96


r=2 Z(2')45=92      Z(2'')45=96


r=3 Z(3)45=97

Optymalne (quasioptymalne) uszeregowanie tych pięciu problemów wynosi {3,2,4,1,5}.

Ze względu na tp {4,2,3,1,5}

Metoda podziału i ograniczeń

Metoda podziału i ograniczeń pozwala rozwiązywać problemy programowania dyskretnego.

Zadania programowania dyskretnego są problemami optymalizacyjnymi w których zmienne decyzyjne przybierają wartości z pewnego co najwyżej przeliczalnego zbioru.

Zadaniem takim jest np. problem   
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f  - 
pewną dowolną funkcją



D -
pewnym ustalonym zbiorem co najwyżej przeliczalnym 




dopuszczalnych rozwiązań

jeżeli w zadaniu występuje k ograniczeń nierównościowych typu 

hi(X)(0    (i=1,2,...,k)



gdzie hi - dowolne funkcje


to zbiór rozwiązań dopuszczalnych G można zapisać jako zbiór wektorów X spełniających warunki

G={X:hi(X)(0,X(D,i=1,2,...,k}

W ogólnym przypadku zbiór dopuszczalnych G jest w zadaniach programowania dyskretnego niespójny i niewypukły.

metoda podziału i ograniczeń jest jedną z kilku metod rozwiązywania zadań programowania dyskretnego. Inne to np. algorytm Gomory'ego, czy algorytm addytywny Balasa

Weźmy pewien podzbiór A zbioru D.

Definicja

Liczbę g(A) będziemy nazywali ograniczeniem funkcji f(X) na zbiór A jeżeli:

g(A)(f(X) dla  X(A

g(A) jest wskaźnikiem uproszczonym znacznie łatwiejszym do obliczenia.

Przykład

Jest kilka skrzynek z pomidorami. Brak jest wyraźnie najmniejszego pomidora (najmniejsze pomidory niewiele się od siebie różnią). Znaleźć najmniejszego pomidora, lub kilka najmniejszych - jeżeli nie można rozróżnić ich wagi.

Jednym z możliwych sposobów rozwiązania tego zadania jest sposób następujący:

· z każdej skrzynki bierzemy np. po 5 naszym zdaniem najmniejszych pomidorów i całą piątkę razem ważymy. Określamy w ten sposób liczby g(A1), g(A2),...,g(Al), gdzie l określa liczbę skrzynek

· do dalszych poszukiwań bierzemy tylko te skrzynki, dla których g(Al) jest możliwie małe (liczbę skrzynek możemy wybrać arbitralnie - odrzucając np. połowę)

Warto zwrócić uwagę na to, że w problemie tym ograniczenie funkcji f(X) przyjęliśmy arbitralnie.

Algorytm podziału i ograniczeń prowadzący do rozwiązania zadania min f(X) na zbiorze D jest następujący:

1) Wyznaczamy wartość g(D).

Jeżeli istnieje takie X0(D, że

f(X0)=g(D)

to X0 jest rozwiązaniem optymalnym. W przeciwnym przypadku przechodzimy do następnego kroku (podziału)

2) Podział - dzielimy zbiór D na r1 podzbiorów (na ogół rozłącznych) takich, że
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Jest to tzw. podział pierwszego rzędu. Wyznaczamy g(Di(1)) dla każdego i. Jeżeli istnieje liczba j (1(j(r1) taka, że Dj(1)=(, to przyjmujemy g(Dj(1))=( (w zadaniach min - aby te puste podzbiory odrzucić). Dla zadań max f(X) przyjmuje się g(Dj(1))=-(
Wyznaczamy 
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Niech 
[image: image6.wmf])

(

min

)

1

(

i

i

D

g

będzie dla i=s

Jeżeli istnieje element X1 taki, że 
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to X1 jest rozwiązaniem optymalnym, gdyż wówczas 
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dla 
X(Di(1) 
i=1,2,...,r1 

czyli inaczej 
f(X1)(f(X) dla X(D

Jeżeli taki punkt nie istnieje to przechodzimy do kroku następnego.

(W zadaniu z pomidorami - rozwiązanie tego zadania byłoby możliwe w jednym kroku, gdyby przyjąć inną postać g(A) - np. nie minimum sumy kilku pomidorów ze skrzynki, lecz najmniejszy pomidor z każdej skrzynki)

3) Kolejny podział - dzielimy zbiór Ds(1) na podzbiór Ds(2).

Otrzymujemy w ten sposób podział II-go rzędu i wyznaczamy ponownie 
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i dalej postępujemy jak w punkcie 2
tak więc w kolejnym ciągu podziałów i badaniu wartości ograniczeń otrzymamy coraz to precyzyjniejsze określenie minimalnej wartości funkcji f(X).

Powyższe postępowanie można zilustrować za pomocą drzewa
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Uwaga
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na każdym etapie bierzemy pod uwagę cały zbiór D, lecz g(Dj(l)) konstruujemy tak, aby uwzglednić wpływ wszystkich elementów D i jednocześnie jak największą ich liczbę nie brać pod uwagę.

Szczególnym przypadkiem metody podziału i ograniczeń jest metoda Browna-Łomnickiego.

Wprowadźmy następujące oznaczenia


I - zbiór numerów zadań I={1,2,...,n},


W - r-elementowy podzbiór zbioru I,


T(i,W) - czas wykonywania zbioru zadań W przez i-ty zespół

Uwaga


(T(i,W) jest liczone przy pomocy macierzy Z po uprzednim przestawieniu kolumn macierzy macierzy T w sposób określony przez podzbiór W)

Brown-Łomnicki zaproponowali, aby liczba g była wyznaczona następująco

g=max(g1, g2, g3,...,gm)



m - liczba zespołów 



n - liczba problemów

przy czym gi liczy się następująco:
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Interpretacja liczb gj:


gi - można określić jako czas zakończenia obróbki detali podzbioru zadań W przez i-tą maszynę plus czas obróbki pozostałych detali przez ten zespół (tą maszynę) plus najkrótszy z czasów jaki trzeba przeznaczyć na obróbkę detali przez maszyny od i+1 do m


gm - jest to czas zakończenia obróbki detali podzbioru W przez ostatnią maszynę plus pozostałe czasy obróbki detali przez tę maszynę.

Przykład ilustrujący zastosowanie tej metody

Należy wyznaczyć minimalny czas obróbki 5-ciu detali przez 4-ry maszyny. Czasy rozwiązywania problemów przez zespoły podane są macierzą T.
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Rozwiązanie:

1) podział I-go rzędu (r=1)

Przyjmuje się, że W jest zbiorem jednoelementowym

Takich zbiorów dla I={1,2,3,4,5} może być pięć


[image: image12.wmf]},

5

{

},

4

{

},

3

{

},

2

{

},

1

{

)

1

(

5

)

1

(

4

)

1

(

3

)

1

(

2

)

1

(

1

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

W

D

W

D

W

D

W

D

W

D


Rozpoczynamy od W={1} i liczymy g1, g2,...,g4
Wzory przyjmują postać:
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Teraz W={2} i analogiznie

[image: image53.wmf])

2

(

)

2

(

)

2

(

16

20

20

27

21

24

19

16

19

22

B

A

Z

Z

M

ú

û

ù

ê

ë

é

=


[image: image16.wmf]{

}

(

)

{

}

{

}

{

}

(

)

{

}

{

}

{

}

(

)

{

}

{

}

{

}

(

)

{

}

119

)

119

,

106

,

100

,

89

max(

)

,...,

max(

119

42

77

)

10

18

6

8

(

77

2

,

4

106

6

49

51

)]

10

(

),

18

(

),

6

(

),

89

min[(

)

6

4

19

20

(

51

min

2

,

3

100

16

45

39

)]

10

6

(

),

18

4

(

),

6

19

(

),

8

20

min[(

)

14

7

8

16

(

39

min

2

,

2

89

29

45

15

)]

10

6

14

(

),

18

4

7

(

),

6

19

8

(

),

8

20

16

min[(

)

20

12

4

9

(

15

min

2

,

1

4

1

5

,

4

,

3

,

1

4

4

4

1

3

5

,

4

,

3

,

1

5

,

4

,

3

,

1

3

3

4

1

2

5

,

4

,

3

,

1

5

,

4

,

3

,

1

2

2

4

1

1

5

,

4

,

3

,

1

5

,

4

,

3

,

1

1

1

=

=

=

=

+

=

+

+

+

+

=

+

=

=

+

+

=

+

+

+

+

+

=

+

+

=

=

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

=

=

+

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

=

å

å

å

å

å

å

å

Î

+

=

Î

Î

+

=

Î

Î

+

=

Î

Î

g

g

g

t

T

g

t

t

T

g

t

t

T

g

t

t

T

g

j

j

l

lj

j

j

j

l

lj

j

j

j

l

lj

j

j

j


Teraz W={3} 
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Teraz W={4} 
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Teraz W={5} 
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Dotychczasowe wyniki zestawiamy w tabelkę 
	W={i1,…,ir}
	g1
	g2
	g3
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Z porównania wartości g dla tych pięciu przypadków wynika, że rozpoczęcie od problemu {4} daje najmniejszy wskaźnik g

2) Przechodzimy do drugiego podziału, przy czym mamy ustalone, że na pierwszym miejscu jest problem 4
r=2  i mamy

D1(2)=W={4,1}
D2(2)=W={4,2}
D3(2)=W={4,3}
D4(2)=W={4,5}

Rozpoczynamy od W={4,1} i liczymy 
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Teraz W={4,2}, W={4,3}, W={4,5}

Wyniki zestawiamy w tabeli

	W={i1,…,ir}
	g1
	g2
	g3
	g4
	gmax​

	r=2{4,1}
	90
	99
	100
	107
	107

	{4,2}
	90
	105
	114
	113
	114

	{4,3}
	90
	97
	92
	96
	97

	{4,5}
	93
	119
	109
	102
	119


Najlepszy wynik otrzymuje się dla ustawienia {4,3}
3) Podział III-go rzędu
Mamy

D1(3)=W={4,3,1}
D2(3)=W={4,3,2}
D3(2)=W={4,3,5}


Wyniki dla podziału III-go rzędu zestawione są w tabelce

	W={i1,…,ir}
	g1
	g2
	g3
	g4
	gmax​

	r=3{4,3,1}
	90
	97
	94
	110
	110

	{4,3,2}
	90
	101
	101
	111
	111

	{4,3,5}
	104
	118
	96
	100
	118


Wynik 110 jednostek nie jest najlepszy. Może startując z {3} otrzymalibyśmy lepsze uszeregowanie.

Należy zatem sprawdzić też następujące przypadki

r=2

D1’(2)=W={3,1}
D2’(2)=W={3,2}

D3’(2)=W={3,4}
D4’(2)=W={3,5}

Wówczas dla:

{3,1}
g=113

{3,2}
g=118

{3,4}
g=99

{3,5}
g=107

Teraz dla najlepszego wyniku 

r=3

{3,4,1}
g=105

{3,4,2}
g=118

{3,4,5}
g=107

Dla kolejności {3,4,1} otrzymaliśmy g=105, co jest lepszym wynikiem niż dla kolejności {4,3,1} dla którego g=110

4) Wystarczy teraz przebadać ostatnie dwa uszeregowania
r=4
D1(4)=W={3,4,1,2}
D2(4)=W={3,4,1,5}

Dla:

{3,4,1,2}
g=113

{3,4,1,5}
g=122

Zatem uszeregowanie {3,4,1,2,5} jest najlepszym uszeregowaniem

5) Wyniki wszystkich obliczeń zostaną zestawione w drzewo


Podsumowanie metody podziału i ograniczeń

1) Reguła podziału definiuje proces podziału przestrzeni rozwiązań na podzbiory rozłączne – kolejno analizowane i eliminowane. Naturalnym odpowiednikiem procesu podziału jest drzewo przeszukiwań przestrzeni rozwiązań

2) Reguła wyboru – pozwala wybrać następny wierzchołek drzewa przeszukiwań, w którym ma nastąpić proces podziału
3) Funkcja charakterystyczna służy do eliminacji tych poddrzew z drzewa poszukiwań, które nie zawierają żadnych rozwiązań dopuszczalnych

4) Funkcja dolnego ograniczenia przyporządkowuje każdemu rozwiązaniu częściowemu dolne ograniczenie wartości funkcji celu, dla wszystkich kompletnych rozwiązań, które można otrzymać z rozwiązania częściowego

5) Górne ograniczenie wartości funkcji celu jest wartością tej funkcji dla pełnego rozwiązania znanego w chwili rozpoczęcia obliczeń lub równe jest nieskończoności wówczas, gdy takie rozwiązanie nie jest znane na poczatku obliczeń.

(Podczas obliczeń to górne ograniczenie jest wartością najlepszego , dotychczas znalezionego rozwiązania dopuszczalnego)
6) Relacje dominacji wierzchołka i reguły eliminacji oraz górne ograniczenie wartości funkcji celu eliminują nowe wygenerowane i aktualnie aktywne wierzchołki w drzewie poszukiwań.
Krok1: w macierzy czasów trwania operacji T (tutaj o wymiarach 2xn) znaleźć najmniejszy elemaent, tzn. 
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Krok2 niech �EMBED Equation.3���


jeżeli indeks i=1, to optymalne uszeregowanie rozpoczyna się od rozwiązania problemu k-tego


jeżeli indeks i=2, to optymalne uszeregowanie zadań kończy się rozwiązaniem problemu k-tego





jeżeli jest kilka problemów od których może rozpocząć się, lub zakończyć optymalne uszeregowanie, to mamy do czynienia z wielowariantowym uszeregowaniem pretendującym do uszeregowania optymalnego i należy rozpatrzyć wszystkie warianty, aby ustalić uszeregowanie optymalne.





Krok3: po dokonanym wyborze skreślamy odpowiadającą temu wyborowi kolumnę





Czy w wyniku skreslenia kolumny w kroku 3-cim otrzymana została macierz jednokolumnowa?





Nie





Tak





Koniec
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Uwaga na ten wynik może dać lepszy końcowy rezultat
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