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Notacja Denavita-Hartenberga

Materiaty do¢wiczen z Podstaw Robotyki - Artur Gmerek

Umiejetnos¢ rozwigzywania prostego zagadnienia kinematycznego jegblardriej bazow
umiejtnos¢ zakresu Robotyki.

Wyznaczy parametry i zmienne gtzowe przedstawionego na pzsaym rysunku facucha
kinematycznego.

Rozwizanie.

Rozwigzujagc podobne problemy w oparciu 0 uproszczone schekiagmatyczne mma
zatazy¢, ze odlegidci, ktore nie zostaty podane przez autogaréwne zero. Poza tym,
odlegtaici zaznaczone na rysunkyw istocie odlegtéciami od poszczegobinych osi obrotow.
Pierwszy krok polega na zgzaniu z przegubami manipulatora uktadow wsp@gch, na
podstawie ktérych zostarwyznaczone parametry i zmienngcaowe, w oparciu 0 notagj
Denavita-Hartenberga.

W celu zwegkszenia czyteln@i rysunku, nie zostaty przedstawione ogieoraz
niektére uktady kartezfeskie nie znajduj sii w centralnej cgci symboli oznaczarych

poszczegblne ztza. Osie z map kierunek zgodny z osiobrotu, ¢ x jest
natomiast wspoénormalr do osi zyczy nasgpnego i poprzedniegodla rysunku

0$ x skierowana jest w strgnzlagczy o wyzszych numerach (nie jest to jednak warunek
konieczny poprawnego rozyzania zadania), niiwe jest rownig inna orientacja uktadow
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wspoétrzdnych. Uklad wspétrdnych zwizany z efektorem zatg od geometrii chwytaka,
ale jeeli jest to maliwe, to dla uproszczenia rozwah, mozna przyjc taky sam
orientacg tego uktadu, jak uktadu przedostatniego

Nastpnym krokiem jest wyznaczanie zmiennych i paranvetaigczowych, w oparciu o
przytoczone definicje. Dla przykladu zostatlo to wgkne dla ukladu wspégdnych 1
wzgledemO:

a - jest to lgt mierzony wokot osilx od °z do 'z, zgodnie z zasadsruby
prawosketnej (kat ma dodatnj wartas¢, gdy obrét jest zgodny z ruchem wskazdwek
zegara)Gdybysmy przedhiyli w myslach & %z, do tego stopniazeby przecita si z
uktadem wspohgdnych oznaczonym numererh i zrzutowali osie na plaszczyzrzy
pierwszego uktadu otrzymalibyy obraz:

Oz A

Wazne jest,zeby wyobraajac sobie ten rzutpatrze¢ w strone, w kitora podaza grot
strzatki (strona wzrastajacych wartosci) (strzatka jest skierowana za monitor). W
przeciwnym razie otrzymamy wyniki, jak dla lewogkrego uktadu wspotezinych i nie lgda
one zgadz&sie z rysunkiem. Ze schematu widzimy, kat pomiedzy osi °z, a osy lz,
zgodnie z zasadsruby prawoskgtnej Wynosi—g (o$ poprzedrd nalezy obroct w strorg
przeciwry do ruchu wskazéwek zegara o 90 deg, aby pokrytare z 0 nastpng).

a —jest odlegtdcia, dla pierwszego z€za, mierzog wzdtwz osi 'x od °z do 1z
Rzutupc w myélach potrzebne do wyznaczenia odlégtoosie na ptaszczyznxy ukiadu
wspotrzdnych z indeksert, otrzymamy rysunek:

Oh
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Patrzc natomiast z gory, czyli rzutig osie na ptaszczyznxz ukladu wspotrzdnych z
indekseml otrzymamy:

17 A

Z obu rysunkoéw wid& ze odlegtéé pomiedzy osiamiz na osi 'x jest rowna O (osie
zorientowane stak samo). Zwrémy rowniez uwag; na to,ze gdybymy skierowali ¢ x do
gory nie otrzymalibymy zadowalajcego rezultatu. Bytby to b, gdy: os x, nie bylaby
wtedy wspdéla normalry do osi zicza poprzedniego i ngpinego.

d — jest przesugnciem liniowym mierzonym wzdiuosi °z od °x do 1x.
Rzutupc w myslach potrzebne do wyznaczenia odldgloosie, na ptaszczyznxz ukitadu
wspotrzdnych z indekserf, otrzymujemy rysunek:

07 &
Ty
2
ch
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2

Podobny wynik uzyskujemy rzutig osie na ptaszczyznyz ukladu wspotrzdnych z
indeksenD:
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A zatem odlegtéc d wynosid,
0 - jest kytem, dla pierwszegoatza, mierzonym wokot oslz od °x do 1x,
zgodnie z zasadruby prawoskstne;.

Rzutupc te osie na ptaszczyzwry pierwszego uktadu wspogdnych otrzymalibymy
wynik, wskazugcy na to,ze osiex pokrywap sic ze sob (zerowy kt). Jednake ze wzgidu
nato,ze z osi %z , zwigzana jest ®obrotu, kt ten mae st zmieni& i dlatego oznaczamy
go jako zmieng. Nalezy pamktac, iz pocatkowy kat wpisujemy do tabeli, mimo tegoe kat
theta jest zmienpn Pozwoli to na poprawne wyznaczenie pozycji gtdaavej manipulatora.

Rozwaania te mana powtorzy réwniez dla ukladéw wspotdnych2 wzgledem1 oraz3
wzgledem2. W ten sposob otrzymamy peten opis kinematyki talzowykorzystaniem
notacji D-H:

i Qa; a; di Bi
T *

1/ 0 —E dl 0, +0

2|la,| 0| 0]6,+0

3la;| 0 | 0]05+0

Macierz jednorodsprzeksztatcenia ostatniego uktadu wspgdrg/ch (zwizanego z
efektorem) do uktadu bazowego ma wyliczy ze wzoru:

Hz = °H, - 'H, - *H3
Poszczegolne macierze, wyznaczone ze Wzoru:

°H, = Rot(Z,0,)Trans(0,0,d,)Trans(a; = 0,0,0)Rot (X, —g)
c;, —s; 0 O][1 0 0 OJ[t 0 0 O][1 O O O
sy ¢ 0 o0ll0 1 0 offo 1 0 oJf0 0 1 0
o o0 1 o||l0 0 1 dyff0 0 1 0|0 -1 0 0
o0 0 o0 1llo o o 1flo o0 o 1llo 0o o0 1
[(c; —s; 0O OJf1 O O O ¢¢ 0 —s; O
st ¢ O OJj]0 O 1 Ol_|sqy O ¢ 0
o 0o 1 40 -1 0 of |0 -1 0 4
o0 0 o0 1llo 0o 0 1 0 0 o0 1

Pozostate macierze zostaty obliczone w ten samdpos
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¢ 0 —s; O c; =S, 0 ayc, cz —S3 0 azcs

0 c 0 S c 0 aps s c 0 azs

og, = 1 1 ig = |52 2 2522y, — |53 3 353
™o -1 0 dy *7]J0o 0 1 0 7 1o 1 0
0 O 0 1 0O 0 0 1 0O 0 0 1

Po wymnaeniu macierzy przez siebie otrzymujemy wynik:
C23€1  —S23¢1 —S1 €1(@zCz3 + azcy)

S51C —S73S C s{(aszcy3 + a,c
OH3=OH1_1H2.2H3= 1%23 2371 1 1( 3%23 2 2)

—S23 (23 0 di—azsz;z—a;s;
0 0 0 1
Do wyrazenia macierzy zostatyzyte uproszczenia.
cosf; = ¢,
sinf; = s,

COS(Ql + 92) == Clz
Sin(Ql + 02) = S12

Analiza poprawno$ci rozwiazania:

W tym miejscu warto jest zastan@nsie, czy uzyskany wynik jest prawidtowy. Otrzymana
macierz musi by maciera jednorodn. Macierz ma poprawnpostd macierzy blokowej (w
dolnym wierszu 3 zera w trzech pierwszych kolumnadhw ostatniej). Po obliczeniu w
myslach norm i iloczynéw skalarnych trzech pierwszyebktoréw wewgtrznej macierzy
rotacji widzimy take, ze wyniki g zgodne z naszymi oczekiwaniamji| = ||b|| = ||c|] = 1
oraza®b = b°c = c°a = 0). lloczyny wektorowe réwniewskazuy na to,ze jest to macierz
jednorodna przeksztalcenia DH. Warto jest spradvaa kadym etapie oblicze chocia
czes¢ whkasndci macierzy. Bdzie to gwarantow@aprawidtowaé wynikow.

Patrac sk na poszczegolne skiadniki macierzy, z@my poza tym stwierdgj ze jest ona
wzglednie prawidia. Przykiad magstanowé funkcje trygonometryczne, sumythw. Ot&
drugie i trzecie zicze jest usytuowane w tym samym kierunku. Z tegoqatu w macierzy
wystepuje suma tychdtow (sktadnikicys, $23).

Dobre wyniki uzyskujemy studigg réwniez np. trzeci kolumreg - orientacja osk i y ukladu
podstawowego, w stosunku do asefektora zaley tylko o zmiennej, (obrotu pierwszego
zlacza). Manipulator ma takstruktue kinematyczg, ze nie ma@na zmient orientacji 0siz
uktadu podstawowego, w stosunku do asiuktadu efektora, co réwnie ma swoje
odzwierciedlenie w macierzy obrotH 3y = 0).

Zbadajmy, czy uzyskane rezultaty glapodziewane wyniki dla jakiejkonfiguracji, ktog
jestémy sobie w stanie tatwo wyobrézinp. dla przypadku, gdyaky 64, 0,,0; 53 rbwne
zero. W tym przypadku manipulator ustawiony jestagtpujacym potaeniu:
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Z rysunku widzimyze potaenie efektora na ogijest rowned,, na osix wynosia, + as, a
na osiy jest rowne0. Jednoczénie orientacja osfx uktadu wspoétrzdnych zwizanego z
efektorem pokrywa siz osi %x uktadu podstawowego, orientacja dgi jest taka, jak osi
-9z uktadu podstawowego, natomiast tz uktadu efektorowego, pokrywaesz osi %y
uktadu podstawowego.

Podstawiajc do obliczonej macierzy wada zerowe lgtéw 64, 85, 85 otrzymujemy:

1 0 0 ay+az
0 0 1 0
%H.(6, =0,6, =0,6; =0) =
3(1 2 3 ) 0 -1 0 dl
0 0 O 1

A zatem wyniki zgadzajsi¢ z nasz analiz.

Majac pewnd¢, iz model kinematyczny jest policzony prawidiowo ina przej¢ do
wyznaczenia jakobiandw, odwrotnego zagadnieniarkatgcznego, planowania trajektorii i
modelowania dynamicznego.



