Metody optymalnego balansowania linii montażowej – oznaczenia ogólne.

Zakłada się, że dane są:

- zbiór operacji (n (częściowo uporządkowany) 

(={(1,…,(n} – czyli zbiór łuków sieci

- macierz ograniczeń technologicznych montażu

(=[(i,n] i,n=1,…,N


gdzie 
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1 – jeżeli operacja (i jest bezpośrednim poprzednikiem operacji (n

(i,n=



0 – w przypadku przeciwnym


- czasy wykonania operacji tn

tn=t((n)


- czas cyklu c, z przedziału 
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przy czym czasem cyklu jest interwał czasu, po którym schodzi z linii kolejny obiekt montażu (obrobiony detal)

Zakłada się, że stanowiska pracy są względem siebie położone szeregowo.

Należy wyznaczyć:

1) minimalną liczbę M stanowisk pracy na linii,

2) podzbiory operacji Am dla m=1,…,M na poszczególnych stanowiskach pracy 

Wprowadza się następujący wskaźnik jakości (który będzie minimalizowany)
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przy czym  Q – jest to niewykorzystany czas pracy na linii podczas montażu jednego obiektu.

Przy czym dla każdego m 1≤m≤M
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Ograniczenia kolejnościowe obowiązują zarówno wewnątrz podzbiorów Am jak i pomiędzy podzbiorami co zapisujemy
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Minimalizacja wskaźnika Q daje przy danym cyklu c i danych czasach tn zarówno minimalne M jak i minimalny czas wykorzystany, gdyż inaczej wskaźnik Q można zapisać 
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Optymalizacja metodą programowania dynamicznego

Idea programowania dynamicznego może być przedstawiona na następującym przykładzie.

Mamy N miast i najkrótsze odległości między nimi. Należy wyznaczyć najkrótszą drogę między miastami A i B (zakładając, że droga taka istnieje). Nie znamy drogi przejazdu przez miasta pośrednie, Załóżmy, że miasta pośrednie oznaczone są symbolem C.
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Jeżeli znane są najkrótsze drogi między każdym z miast pośrednich a miastem B, to zadanie jest bardzo proste – należy wybrać te miasta pośrednie, dla których suma odległości 
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 jest najmniejsza.

Formalnie metodę tę można zapisać następująco – wychodząc ze stanu po, należy podjąć N kolejnych decyzji optymalnych dla wskaźnika postaci 
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Zauważmy, że to wyrażenie można przekształcić do postaci.
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Na każdym etapie minimalizuje się wskaźnik względem jednej zmiennej decyzyjnej.

Otrzymuje się w ten sposób strategię optymalną 

q1, q2, … , qn, … , qN​

i trajektorię optymalną 

p0, p1, … , pn, … , pN
Jest to klasyczna metoda Bellmana.

W pewnych zadaniach liczba etapów N nie jest dana. W innych zadaniach może być dane p0 i N a stan końcowy może nie być podany. Stosuje się w takich przypadkach odmianę metody Bellmana zwaną metodą Helda i Karpa.

Przykład zastosowania metody programowania dynamicznego.

Niech będzie dana sieć o czasach wykonania operacji:
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Znaleźć drogę przejścia ze stanu 1 do stanu 9 , taką, że suma czasów trwania operacji na tej ścieżce jest minimalna.

Rozpatrzmy ostatni etap tej sieci. Punktem końcowym jest punkt 9 zaś punktami startowymi są punkty 7 lub 8.

Jeżeli punktem startowym jest punkt 7, to jedyną pozostałą operacją pomiędzy stanami 7 i 9 jest czynność o czasie trwania 11 jednostek. Gdy stan 8 jest stanem wyjściowym , to stan 9 zostanie osiągnięty po 14 jednostkach. 

Zestawmy wyniki w tabeli.

stan końcowy
9
f1(s)
osiągnięty stan

stan początkowy




7
11
11
9

8
14
14
9

Dla dwóch ostatnich etapów stanami początkowymi tych etapów mogą być stany 4,5,6.

Jeżeli punktem startowym jest stan 4, to następnymi stanami są 7 i 8 

Mamy następujące czasy wykonania operacji

t47+f1(7)=20+11=31

t48+f1(8)=16+14=30

Zatem 

f2(4)=min{t47+f1(7),t48+f1(8)}=min{31,30}=30

Analogicznie dla innych stanów początkowych

stan końcowy
(s)-stan początkowy
7
8
f2(s)
osiągnięty stan

4
20+11
16+14
30
8

5
15+11
16+14
26
7

6
19+11
13+14
27
8

Dla trzech ostatnich etapów s=2,3.

Startując z 2-go lub 3-go stanu osiąga się stany końcowe 4, 5, i 6.

Rozpatrzmy sposób wyznaczania minimalnych czasów operacji dla startu ze stanu 2-go.

f3(2)=min{t24+f2(4),t25+f2(5) ,t26+f2(6)}=min{16+30,18+26,22+27}=44

Wyniki zestawione zostają w tabelę.

stan końcowy
(s)-stan początkowy
4
5
6
f3(s)
osiągnięty stan

2
16+30
18+26
22+27
44
5

3
11+30
16+26
13+27
40
6

i wreszcie n=4. Stanem początkowym jest stan 1 a sposób wyznaczania f4(1) ilustruje tabela.

stan końcowy
(s)-stan początkowy
2
3
f4(1)
osiągnięty stan

1
17+44
20+40
60
3

gdyż 

f4(1)=min{t12+f2(2),t13+f3(3)}=min{61,60}=60

Ścieżką najszybszą jest ścieżka 

1(3(6(8(9

a czas wykonania wszystkich operacji na tej ścieżce jest równy 20+13+13+14=60

Metodą programowania dynamicznego można rozwiązać tylko specyficzną postać sieci – o wyraźnie zróżnicowanych etapach podejmowania decyzji.

Idea metody Helda i Karpa

Idea tej metody jest następująca:

Niech będzie N elementowy zbiór zadań, który zostanie podzielony na pewne podzbiory dopuszczalne. Podzbiór dopuszczalny S powinien spełniać ograniczenia kolejnościowe realizacji zadań. Do zapisu podzbioru dopuszczalnego stosuje się liczby dwójkowe 0 i 1. Jedynka dla zadania należącego do S, a zero w przypadku przeciwnym. Z każdym podzbiorem dopuszczalnym jest związany koszt C(s). Podzbiory dopuszczalne odpowiadają stanom, koszty natomiast – wartościom funkcji kryterialnej.

W algorytmie Helda i Karpa można wyróżnić dwie fazy obliczeniowe. W pierwszej fazie tzw. obliczeń w przód  generuje się podzbiory dopuszczalne i oblicza ich koszty. Rezultatem obliczeń pierwszej fazy jest minimalna liczba stanowisk pracy.

W drugiej fazie (tzw. obliczeń wstecz) wyznacza się ścieżkę optymalną. Podzbiory dopuszczalne leżące na tej ścieżce określają optymalną kolejność realizacji zadań. Zatem rezultatem obliczeń drugiej fazy są podzbiory operacji Am gdzie 1≤m≤M.

Idea algorytmu jest oparta na określeniu tzw. dopuszczalnych podzbiorów operacji oraz ich kosztów. Częściowo uporządkowany podzbiór S(( nazywamy dopuszczalnym, jeżeli jest spełniony warunek


[image: image10.wmf](

)

(

)

(

)

0

,

=

Þ

Î

Ù

Î

"

¹

n

i

i

n

n

i

S

S

g

w

w


czyli, że operacja i nie poprzedza bezpośrednio operacji n.

Zatem podzbiór dopuszczalny zawiera tylko te operacje, które mogą być wykonane bez naruszania ograniczeń technologicznych montażu.

Generowanie podzbiorów dopuszczalnych rozpoczyna się od podzbioru pustego ( (nie zawierającego operacji). Z kolei jednoelementowe podzbiory dopuszczalne zawierają operacje, które nie mają bezpośrednich poprzedników. 

W ten sposób podzbiór dopuszczalny S jest generowany na podstawie odpowiedniego podzbioru dopuszczalnego S\(n. Generowanie podzbiorów dopuszczalnych kończy się na zbiorze ( (zawierającym wszystkie operacje).

Z każdym podzbiorem dopuszczalnym S związany jest określony koszt C(s) – wyrażony w jednostkach czasu. Koszty C(s) podzbiorów dopuszczalnych wyznacza się w sposób rekurencyjny.  Kosztem danego podzbioru dopuszczalnego jest minimalny czas potrzebny na wykonanie wszystkich operacji należących do danego podzbioru dopuszczalnego, przy czym w koszcie tym uwzględnia się zarówno czasy trwania odpowiednich operacji jak i czasy tzw. „luzów” niezbędnych do zbalansowania linii.

Formuła rekurencyjna obliczania kosztów C(s) ma następującą postać:

C(()=0

koszt początkowy w regule rekurencyjnej jest równy 0
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 jest przyrostem kosztu podzbioru dopuszczalnego s\(n po dodaniu do niego operacji (n.
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Przyrosty kosztu zbioru dopuszczalnego s\(n po dodaniu do niego operacji (n wyznacza się następująco:



tn 
jeżeli dodanie operacji (n do istniejącego już zbioru operacji nie powoduje przekroczenia czasu cyklu
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tn+Lbn 
w przypadku przeciwnym, gdzie Lbn jest luzem potrzebnym do zbalansowania linii

Obie sytuacje przedstawić można na rysunkach
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Sytuacja I-sza

Operacja n-ta mieści się w istniejącym luzie cyklu

Tutaj 
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Generowanie zbiorów dopuszczalnych

Zbiory dopuszczalne dla danego etapu obliczeń powstają w wyniku dołożenia jednej operacji dopuszczalnej do zbioru dopuszczalnego z poprzedniego etapu obliczeń. Inaczej, procedura generowania zbiorów dopuszczalnych polega na uzupełnieniu już istniejącego zbioru dopuszczalnego o nowe zadanie dopuszczalne.

Niech zbiór operacji dopuszczalnych na (l-1)-szym etapie obliczeń składa się z następujących elementów

Sl-1={(k, (k+1, (k+2}

i niech następnymi operacjami dopuszczalnymi będą operacje (k+3 i (k+4. Taka sytuacja sprawia, że na etapie l-tym obliczeń mamy dwa zbiory dopuszczalne. 

Etap (l-1)

{(k, (k+1, (k+2}

Etap l-ty

{(k, (k+1, (k+2, (k+3, (k+4}

Przyjęto że dla sieci o N czynnościach każdy zbiór dopuszczalny jest reprezentowany przez wektor  o N składowych przyjmujących wartości 0 i 1, np.

[00101001….1010] 
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N składowych wektora

przy czym jeżeli składowa i-ta tego wektora ma wartość 1 to znaczy, że operacja (i należy do zbioru dopuszczalnego, a jeżeli 0 – to nie należy. W ten sposób przejście od etapu do etapu obliczeń i generowanie zbiorów dopuszczalnych polega na ustawieniu odpowiedniego jednego bitu słowa o ile dana operacja jest dopuszczalna.

Dwa zbiory dopuszczalne są reprezentowane charakterystycznymi wektorami

[0,0,0,…,0] – początek sieci (ani jedna czynność nie została wykonana

[1,1,1,…,1] – koniec sieci (wszystkie czynności zostały wykonane)

Tego typu wektory można interpretować jako binarny odpowiednik liczby dziesiętnej – wówczas każdemu dopuszczalnemu zbiorowi odpowiada określona liczba dziesiętna. Dla zadań w których nie ma ograniczeń kolejnościowych (np. montaż elementów na płytkach, gdy kolejność montażu jest dowolna) mamy 2N podzbiorów dopuszczalnych. 

W przypadku zadań z ograniczeniami kolejnościowymi liczba tych podzbiorów jest mniejsza im silniejsze ograniczenia.

Algorytm rozwiązywania zadań balansowania sieci metodą programowania dynamicznego.

Składa się on z następujących kroków:

Krok1.

Tu wybiera się czas cyklu zgodnie z nierównością
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Krok2.

Wykonywany jest N razy i dzieli się na dwie fazy

a) wyznaczania podzbiorów dopuszczalnych operacji

b) obliczania kosztów dla każdego z podzbiorów

Krok3.

Polega na rozwiązaniu zadania optymalizacyjnego z kroku 2-go metodą programowania dynamicznego.

W wyniku rozwiązania tego zadania wyznaczone zostają kolejne „najlepsze” zbiory dopuszczalne (w przypadku prezentacji graficznej są to zbiory położone na ścieżce optymalnej).

Krok4.

Zadany cykl linii i wyznaczone w kroku poprzednim „najlepsze” zbiory dopuszczalne determinują liczbę stanowisk montażowych i rozdział operacji na poszczególne stanowiska.

Krok5.

Sprawdza się, czy w wyniku ustalonego przydziału operacji między stanowiska nie można zmniejszyć założonego cyklu c.

Jeżeli nie ma możliwości zmniejszenia cyklu, to kończy się obliczenia, a jeżeli można to przyjmuje się nowy cykl i począwszy od kroku 2-go wykonuje się ponownie bliczenia.

Przykład

Rozważmy problem balansowania linii montażowej dla której zbiór operacji montażowych jest następujący.

(={(1, (2, (3, (4, (5, (6, (7, (8}

A czasy trwania operacji wynoszą:


t1=11
t2=17
t3=9
t4=5


t5=8 
t6=12 
t7=10 
t8=3

W macierzy realizacji kolejnościowych następujące elementy są jedynkami

(1,2 (2,3 (2,4 (3,5 (5,7 (6,8

a pozostałe są zerami
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Sieć ma zatem postać

Krok1.

Ze względu na wydajność linii wybieramy cykl c=20

Spełniona jest zatem nierówność
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Krok2.

Jest on podzielony na dwa podetapy, które są wykonywane w tym przypadku N=8 razy.

a) wyznaczanie podzbiorów dopuszczalnych

b) obliczenie kosztów dla każdego z podzbioru

W wyniku realizacji tego kroku otrzymuje się następujący rysunek stanów i kosztów

Rysunek

Krok3.

W kroku tym zostało rozwiązane zadanie programowania dynamicznego.

Po rozwiązaniu tego zadania otrzymuje się ścieżkę z zaznaczonymi najlepiej uszeregowanymi zadaniami - idąc od przodu są to:

(1, (2, (3, (5, (4, (6, (8, (7
Krok4.

Założony cykl c=20 ogranicza przydział zadań na stanowiska

A1={(1}, A2={(2}, A3={(3, (5}, A4={(4,(6}, A5={(7,(8}

Sumy czasów pracy dla poszczególnych stanowisk

n=1

t1=11

n=2

t2=17

n=3

t3+t5=9+8=17

n=4

t4+t6=5+12=17

n=5

t7+t8=10+3=13

Zauważmy, że w tym przypadku cykl można skrócić i przyjąć

c=tmax=17

Metoda programowania wieloetapowego

Programowanie wieloetapowe jest odmianą programowania dynamicznego zbliżoną do metody podziału i ograniczeń.

Metoda ta jest dobrze opisana w książce: Automatyzacja dyskretnych procesów przemysłowych (praca zbiorowa pod kierunkiem H. Kowalewskiego) WNT W-wa 1984. 

Metoda ta nie wymaga rozwiązania zadania optymalizacyjnego metodą programowania dynamicznego, lecz wykorzystuje się w zamian metodę podziału i ograniczeń – zawężając stopniowo zbiór rozwiązań dopuszczalnych.

W metodzie programowania wieloetapowego ważnymi określeniami są:


- stan,


- wartość stanu,


- procedury generowania stanów i eliminowania stanów nieperspektywicznych.

Stany reprezentują podzbiory dopuszczalne. Wartości stanów reprezentują koszty odpowiednich podzbiorów dopuszczalnych.

Stan o numerze l w ramach (-tego etapu obliczeniowego oznaczymy przez pl,( zaś wartość stanu odpowiednio przez skalar Vl,(.

Rozpatrzmy dwa podejścia do problemu generowania wektorów pl,(:

Podejście I

W tym podejściu stan okreslający sekwencję operacji jest wektorem o postaci

p*l,(=[ pn*l,(]

gdzie elementy tego wektora definiowane są następująco:


k 
jeżeli operację (n włączono do stanu w k-tym etapie    1≤k≤(

pn*l,(

0 
w przypadku przeciwnym 

Przykład niech dla trzeciego etapu obliczeń wektor p*l,3ma wartość
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i przechodząc do 4-tego etapu dokładamy operację dopuszczalną (4, wówczas p*l,3przechodzi w :
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Wektor stanu końcowego może mieć następującą postać dla N>10.
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Wartość stanu Vl,( liczona jest nastepująco:



Vl,(-1+tn 
jeżeli dodanie operacji (n do istniejącego już zbioru operacji nie powoduje przekroczenia cyklu


Vl,(=


Vl,(-1+Lb,n+tn 
w przypadku przeciwnym

przy czym V1,0=0

Stany nieperspektywiczne nie prowadzą do rozwiązania optymalnego.

Definicja dominacji stanów.

Jeżeli stan 
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Słownie:

Stan 
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 jeżeli jest spełniony warunek


[image: image30.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

h

h

h

h

,

,

,

,

2

1

2

1

0

0

l

l

l

n

l

n

n

V

V

p

p

<

Ù

=

Û

=

"


Porównuje się zatem dwa stany okreslone dwoma wektorami o takich samych składowych zerowych przy zajściu warunku drugiej części zdania.

Takie podejście pozwala na eliminację stanów nieperspektywicznych.

Podejście II

Stan określający podzbiory operacji jest wektorem o postaci

p**l,(=[ pn**l,(]

gdzie:


m 
jeżeli operację (n przydzielono do Am (m=1,M)


pn**l,(=

0 w przypadku przeciwnym 

Zatem idąc do przodu natychmiast przydzielamy operację do maszyny

Procedura generowania wektorów dopuszczalnych jest następująca
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jeżeli (n i tn nie zmieniają cyklu


m=
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w przypadku przeciwnym

Koszty V**l,( liczone są tak samo.

Eliminacja stanów nieperspektywicznych robiona jest tak samo.

Sieci Petri

Rozważania rozpoczniemy od najprostszego przykładu: „jak przedstawić graficznie fakt występowania czterech pór roku”. Jednym ze sposobów jest zobrazowanie tego faktu w postaci następującej.

Symbol 

reprezentuje zdarzenie

Symbol 

reprezentuje tutaj porę roku (a może również reprezentować miejsce, stan, warunek itp.). To, że jest np. spełniony okreslony warunek, lub jesteśmy w okreslonym miejscu grafu zaznaczamy umieszczając znacznik kropkę np. jest wiosna.


Między warunkiem "b" 
a zdarzeniem "a"
mogą być dwa następujące powiązania:

a) warunek "b" zaczyna być spełniany, gdy wystapi zdarzenie "e"; mówimy wówczas, że "b" jest warunkiem wyjściowym zdarzenia "e". przedstawiamy to graficznie jako łuk od "e" do "b".


b) warunek "b" przestaje być spełniony wtedy, gdy wystąpi zdarzenie "e". Mówimy wówczas, że "b" jest warunkiem wejściowym zdarzenia "e". Przedstawiamy to graficznie jako łuk od "b" do "e"

Przypadek trzeci.

Jeżeli wystapienie zdarzenia "e" nie działa na warunek "b", to nie ma między nimi żadnego łuku.

Ogólnie - zdarzenie może wystapić wtedy, kiedy są spełnione wszystkie jego warunkiwejściowe i nie jest spełniony żaden jego warunek wyjściowy

Przykład
W pewnych przypadkach zachodzi konieczność graficznej reprezentacji większej liczby warunków, np. graficzne przedstawienie układu: producent - magazyn - konsumenci


Ogólnie łuki wskazują przepływ kropek. Zdarzenia nazywane są tranzycjami a warunki (stan) miejscami.

Tranzycję się odpala usuwając po jednej kropce z każdego miejsca wejściowego i dodając po jednej kropce do każdego miejsca wyjściowego. Przykład odpalenia tranzycji t.


Czasami zamiast określenia odpalenie używa się określenia pobudzenie.

Węzły okrągłe sieci (czyli miejsca) reprezentują bierne składowe systemu. Są to takie jego składowe, które mogą gromadzić towary, przyjmować konkretne stany i robić rzeczy podlegające obserwacji.

tranzycje reprezentują aktywne składowe systemu. Mogą one produkować, przesyłać zmieniać obiekty.

Łuki wskazują przepływ obiektów przez sieć. Obiekty są reprezentowane przez znaczniki indywidualne.

Działanie sieci można przedstawić jako ruch znaczników . W wyróżnionej chwili czasu systemowego w sieci może zachodzić wiele zdarzeń równoczesnych.

Cechy charakterystyczne sieci Petriego:

a) bardzo dobra ilustracja zdarzeń wzajemnie zależnych i niezależnych oraz ustalenie zbiorów zdarzeń współbieżnych.

b) można reprezentować systemy o różnych poziomach abstrakcji bez konieczności zmian języka opisu. Zakres poziomów abstrakcji rozciąga się od zmiany pojedynczych bitów do analizy bardzo złożonych systemów

c) umożliwiają względnie łatwy sposób sprawdzania poprawności pracy systemu

Sposób postępowania przy budowie sieci Petriego

1) określenie co rozumiemy w danym problemie przez warunki (miejsca) i zdarzenia (tranzycje)

2) jaka jest sytuacja początkowa sieci (tj. wprowadzenie znaczników)

3) Rozbicie sieci całego problemu na pewną liczbę sieci dotyczących mniejszych podproblemów

4) Uproszczenia sieci dotyczących mniejszych podproblemów

5) zestawienie całej sieci

6) analiza poprawnej pracy dla różnych szczególnych przypadków pracy systemu

Formalne okreslenie sieci Petriego

Strukturę 

N=(P,T,F,H,(o)

nazywa się siecią Petriego, gdzie 


P - skończony, niepusty zbiór pozycji (inaczej stanów lub miejsc)


T - skończony, niepusty zbiór przejść (zdarzeń)

F - funkcja incydencji wejściowych, która odwzorowuje iloczyn kartezjański PxT w zbiór liczb {0,1,2...}

F:PxT({0,1,2...} - przyporządkowuje parze liczb (pi, ti) element zbioru {0,1,2...)

H - funkcja incydencji wyjściowych, która odwzorowuje iloczyn kartezjański TxP w zbiór {0,1,2...}

H:TxP({0,1,2,...}

(o - początkowe oznakowanie sieci.

przykład

Niech 

P={p1, p2, p3, p4, p5}

T={t1, t2, t3, t4}

(o=(1,1,0,0,0)

Funkcje F i H określone są macierzami

F=

t1
t2
t3
t4


p1
1
0
0
0


p2
1
0
0
0


p3
0
1
0
0


p4
0
0
1
0


p5
0
0
0
1

H=

p1
p2
p3
p4
p5


t1
0
0
1
2
0


t2
1
0
0
0
1


t3
1
1
0
0
0


t4
0
0
0
1
0

Inny zapis F i H

F={(p1,t1), (p2,t2), (p3,t2), (p4,t3), (p5,t4)}

H={(t1,p3), (t1,p4), (t1,p4), (t2,p1), (t2,p5), (t3,p1), (t3,p2), (t4,p4)}


Inny przykład sieci Petriego
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